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Resumo
A solução de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW) é uma solução exata
das equações de Einstein que descreve um modelo de universo isotrópico e homogêneo que
pode está expandindo ou contraindo de forma acelerada. Dados observacionais recentes
sugerem que o presente universo é aproximadamente plano e que este está expandindo
acelerado. Nesta dissertação, no contexto do Teleparallelismo Equivalente à Relatividade
Geral (TERG), tentaremos entender a razão pela qual o universo, baseado no modelo de
FLRW, está expandindo de forma acelerada. Apresentaremos também uma relação para
a primeira lei da termodinâmica para a superfície do horizonte aparente do modelo de
FLRW, de onde extrairemos uma expressão para a temperatura no horizonte aparente.
Abstract
The Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW) solution, is an exact solution of
Einstein equations that describes a homogeneous, isotropic model of universe that may
be expanding or contracting in an accelerated way. Recent observational data suggests
that the present universe is approximately ﬂat and that it is expanding accelerated. In
this Dissertation, in the context of the Teleparallelism Equivalent of General Relativity
(TEGR), we will try to understand the cause on which the universe, based in the FLRW
model, is expanding in an accelerated way. We also present a relation to the ﬁrst law of
thermodynamics to the apparent horizon of the FLRW model, and from this relation we
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A Teoria da Relatividade Especial de Einstein, baseada no princípio de que as leis da
física assumem a mesma forma em todo referencial inercial, foi desenvolvida inicialmente
para descrever eventos observados de diferentes referenciais inerciais, ou seja, referenciais
que não estão acelerados uns em relação aos outros. Posteriormente baseado no princípio
da equivalência, que estabelece a equivalência entre um sistema de referência uniformente
acelerado e um sistema de referência inercial na presença de um campo gravitacional
homogêneo, Einstein desenvolveu sua teoria da gravitação ou teoria da relatividade geral.
Nesta teoria Einstein propôs que a gravidade não fosse mais considerada como uma força
no sentido convencional, mas sim como uma manifestação da curvatura do espaço-tempo
produzida pela presença de matéria.
Na teoria da relatividade geral, o espaço tempo é descrito em termos de um tensor
métrico e as equações desenvolvidas por Einstein para gravitação, ou simplesmente equa-
ções de Einstein, descrevem a dinâmica do espaço-tempo na presença ou não de matéria.
Quando descrita em termos do tensor métrico a teoria de Einstein permite que se deﬁna
apenas pseudos-tensores de energia-momento, que são quantidades dependentes de sis-
tema de coordenadas, e portanto tal dependência implica na impossibilidade de se obter
expressões bem deﬁnidas para energia e momento angular do campo gravitacional. Tais
quantidades para distintos sistemas de coordenadas fornecem distintos valores.
Por meio de um formalismo alternativo equivalente à teoria da relatividade é possível
se obter expressões bem deﬁnidas para energia, momento angular e pressão do campo
gravitacional. Neste formalismo, chamado de Teleparalelismo Equivalente à Relatividade
Geral (TERG)[1, 2, 3, 4], o campo gravitacional é descrito em termos de um campo de
tétradas autoparalelas. A teoria é desenvolvida no espaço-tempo de Weitzenböck, onde a
curvatura é nula e a torção é diferente de zero.
Uma solução exata das equações de Einstein é a solução de FLRW, que descreve a
2dinâmica de um modelo de universo homogêneo e isotrópico contendo um ﬂuido perfeito
na presença ou não de uma constante cosmológica. Neste modelo o universo pode está em
expansão ou contração acelerada. Dados observacionais recentes indicam que o universo
é aproximadamente plano e que o mesmo está em expansão acelerada. Neste trabalho, no
contexto do TERG, faremos um estudo sobre o comportamento do horizonte aparente do
modelo de universo de FLRW com o intuito de entender a expansão acelerada do universo.
Baseado na primeira lei da termodinâmica estabeleceremos uma expressão para a tempe-
ratura no horizonte aparente. Usaremos como entropia a forma padrão da literatura, isto
é, a entropia será assumida como sendo um quarto da área do horizonte aparente.
No capítulo 2 apresentamos uma breve introdução à Teoria da Relatividade Geral,
sendo que no ﬁnal deste capítulo, apresentamos as esquações de Einstein na presença da
constante cosmológica. No capítulo 3 apresentamos um resumo do TERG bem como as
expressões para a energia total e a pressão total. No capítulo 4 apresentamos o modelo de
FLRW e em seguida, deduzimos as expressões para a energia total contida no interior do
horizonte aparente e a pressão total sob a superfície do horizonte aparente. Esta pressão
total é positiva para modelos de universo em expansão acelerada. Ainda no capítulo 4, por
meio da primeira lei da termodinâmica, deduziremos uma expressão para a temperatura
na superfície do horizonte aparente. No capítulo 5 apresentamos as conclusões.
Notação: os índices latinos do meio do alfabeto em diante, i, j, k... reprentam índices
do tipo espaço e assumem os valores 1, 2, 3. Os índices gregos e latinos do início do alfabeto
são índices do espaço-tempo e do grupo SO(3, 1) respectivamente. Eles variam de 0 a
3 da seguine forma, α = {0, i}, a = {(0), (i)}. A assinatura usada será (−1, 1, 1, 1). Se
adotará a convenção de Einstein e unidades onde as constantes c = G = h = KB = 1.
Capítulo II
A Teoria da Gravitação de Einstein
2.1 A Teoria da Relatividade Especial
Claramente os eventos físicos podem ser observados com relação a um sistema
de referência S mas também com relação a um outro sistema de referência S ′, que pode
estar orientado e ou se movendo em relação a S de forma arbitrária. Existe um classe de
sistemas de referência especiais chamados de inerciais, deﬁnidos como aqueles nos quais
a primeira lei de Newton é válida. Na ausência de gravidade se S e S ′ são dois sistemas
de referência inerciais, S ′ só pode diferir de S por uma translação, e ou uma rotação,
e ou um movimento relativo com velocidade constante, caso contrário a primeira lei de
Newton não é mais válida. O conceito de sistemas de referência é fundamental para a
formulação da teoria da relatividade. Para sistemas de referência inerciais, as leis de
Newton permanecem tendo as mesmas formas.
Dado um evento P , a teoria Newtoniana e a relatividade especial diferem apenas em
como as coordenadas do evento P em dois sistemas de referência inercias S e S ′ estão
relacionadas. Na teoria Newtoniana as coordenadas do evento P com relação a S ′ estão
relacionadas com as coordenadas do evento P em relação a S pelas transformações de
Galilei, onde o tempo é o mesmo para todos os observadores. Por outro lado, na teoria
da relatividade especial, as coordenadas do evento P com relação a S ′ estão relacionadas
com as coordenadas de P em relação a S pelas transformações de Lorentz, onde o tempo
não é mais absoluto.
Na formulação da teoria da relatividade especial, Einstein [5] fez dois postulados bá-
sicos: (i) as leis da física devem manter as suas formas em todos os refênciais inerciais,
(ii) a velocidade c da luz é a mesma em todos os referênciais inerciais. Dessa forma, uma
nova concepção de espaço e tempo foi introduzida, onde o espaço e o tempo formam uma
estrutura quadri-dimensional pseudo-euclidiana chamada espaço-tempo de Minkowski [6]
onde a teoria da relatividade especial é desenvolvida.
Por exemplo, para um referencial inercial S ′ que se move apenas na direção do eixo x
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com uma velocidade constante v em relação a um referencial inercial S, as transformações
de Lorentz, que relacionam as coordenadas de um evento P em relação aos dois sistemas
de referência, podem ser escritas como









Onde c é a velocidade da luz no vácuo, γ = (1− β2)−1/2 e β = v/c. Essas transformações
relacionam as coordenadas (x, y, z, t) de um evento P quando visto por um observador em
S com as coordenadas (t′, x′, y′, z′) desse mesmo evento quando visto por um observador
em S ′. Neste caso dizemos que (2.1.1) é um "boost"ao longo do eixo x.
As variáveis do sistema de equações (2.1.1) podem ser redeﬁnidas em termos da notação
de Einstein como xµ = (t, x, y, z) onde µ = 0, 1, 2, 3 e c = 1, de modo que, em termos
matriciais, o sistema (2.1.1) pode ser reescrito como
x





γ −βγ 0 0
−βγ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
 , (2.1.3)
e devemos ter ΛµνΛνλ = δ
µ
λ . Nesta notação, de forma implícita, há um somatório em um
índice repetido desde que um deles apareça em cima e o outro apareça em baixo, tal como
no segundo membro da equação (2.1.2).
De modo geral se considerarmos dois eventos separados inﬁnitesimalmente um do outro
num referencial S, o intervalo entre eles é dado, no espaço-tempo de Minkowski, por
ds2 = ηµνdx
µdxν (2.1.4)
e tal intervalo é invariante por qualquer transformação de Lorentz SO(3, 1) [7].
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A métrica pseudo-euclidiana ηµν é chamada métrica de Minkowski e é dada por
ηµν =

−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
 . (2.1.5)
A teoria da relatividade especial se refere a sistemas de referência inerciais que se mo-
vem com velocidades constantes uns em relação aos outros. Ao buscar uma generalização
da relatividade restrita para referenciais acelerados, Einstein levou em consideração o fato
de que um sistema de referência na presença de um campo gravitacional uniforme e um
sistema de referência com aceleração constante possuem propriedades físicas equivalentes.
Isso ocorre graças à igualdade entre a massa inercial e a massa gravitacional dos corpos,
sendo esse princípio postulado por Einstein como Princípio da Equivalência [8].
Quando os campos gravitacionais são uniformes o princípio da equivalência é facil-
mente compreendido, mas se um campo gravitacional não for uniforme, o princípio da
equivalância só é válido localmente. Então, não é mais possível equiparar todos os pon-
tos de um campo gravitacional não uniforme a um referencial acelerado. Para contornar
esse problema, Einstein incorporou o princípio da equivalência à teoria e passou a utilizar
a Geometria Riemanniana para descrever completamente os fenômenos gravitacionais.
Nessas condições, o espaço-tempo passa a ter uma geometria não euclidiana, vindo a ser
uma estrutura quadridimensional curva onde a gravidade seria compreendida não mais
como uma força entre os corpos mas, como uma deformação do espaço-tempo causada
pela presença da matéria. Esta é a ideia central que dá suporte à Teoria da Relatividade
Geral.
O princípio da equivalência restringe a geometria do epaço-tempo curvo à geometria
pseudo-Riemanniana, onde os pontos deste espaço-tempo são descritos por quatro coor-
denadas arbitrárias xµ = (x0, x1, x2, x3). Esse novo sistema de coordenadas mais geral é
denominadas de Coordenadas Gaussianas. Nesse sistema de coordenadas o intervalo que
separa dois eventos inﬁnitesimalmente próximos é dado pela forma quadrática
ds2 = gµν dx
µdxν (2.1.6)
onde gµν é chamado de tensor métrico e é uma função das coordenadas xµ. O tensor
métrico caracteriza a relação geométrica entre eventos próximos, ou seja, ele descreve
a geometria do espaço-tempo e também, consequentemente, o campo gravitacional no
sistema de coordenadas gaussianas, o que o torna a peça fundamental da RG. A utilidade
do tensor métrico ainda vai além: com ele se realizam outras operações geométricas
em espaços curvos, como o transporte paralelo de vetores e outros objetos matemáticos.
Através dele que se obtém a expressão para a curvatura do espaço-tempo e o Tensor de
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Einstein que sumariza a interação da geometria com a matéria. A curvatura do espaço-
tempo signiﬁca que não podemos encontrar sistemas de coordenadas nos quais gµν = ηµν
em todos os pontos do espaço-tempo ou seja, a presença de um campo gravitacional
distorce a geometria do espaço-tempo, gerando neste uma curvatura.
O tensor métrico pode variar sob transformações gerais de coordenadas contudo, a
forma quadrática acima permanece invariante. A arbitrariedade na escolha do sistema de
coordenadas no espaço-tempo de Riemann leva à deﬁnição do Princípio da Covariância
Generalizada. Esse princípio aﬁrma que as leis da física mantêm sua forma em todos
os sistemas de coordenadas gaussianas, isto é, as leis da física devem ser covariantes sob
transformações gerais de coordenadas.
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2.2 Geometria Riemanianna
No contexto da teoria da relatividade especial, no espaço-tempo de Minkowski,
um vetor é caracterizado pelo seu comportamento sob as transformações de Lorentz as
quais dexam a forma quadrática ds2 = ηµνdxµdxν invariante. Por outro lado no contexto
da teoria da relatividade geral, um vetor no espaço-tempo de Riemann é caracterizado
pelo seu comportamento sob transformações de coordenadas generalizadas. Assim, a
quantidade Aµ será um vetor covariante sob transformações de coordenadas generalizadas





ou seja, Aµ se transforma como um tensor por transformações gerais de coordenadas. Essa
generalização é importante porque em espaços-tempo Riemaniannos a simples diferencia-
ção parcial de um vetor não mais se transformará como um tensor, o caráter tensorial que
se tinha no espaço-tempo de Minkowski da derivada parcial é perdido em espaços-tempo
Riemannianos.
Para que possamos construir um tensor por diferenciação, precisamos introduzir o
conceito de derivada covariante. Para isto, seja dois pontos inﬁnitesimalmente próximos




onde eµ(x) são vetores de base que deﬁnem um espaço tangene em um ponto xν . Da
relação acima temos que
ds2 = ds · ds = (eµ · eν)dxµdxν , (2.2.9)
de onde concluimos que o tensor métrico é dado por gµν(x) = eµ · eν e de onde segue
que gµν(x) = eµ · eν onde eµ são vetores de base dual à base eµ(x). Em um sistema de
coordenadas arbitrário xν sobre uma variedade, se considerarmos os vetores eµ em dois
pontos inﬁnitesimalmente próximos um do outro xν e xν + δxν , podemos obter a derivada











Em geral a derivada parcial acima não resulta em um vetor tangente à variedade no ponto
xν , desta forma deﬁnimos a derivada parcial de um vetor de base, em um ponto xν da
variedade, projetando a quantidade acima no espaço tangente no ponto em questão da




≡ ∂νeµ = Γγ µν(x)eγ(x). (2.2.11)
onde os coeﬁcientes Γγ µν(x) são chamados de conexões aﬁm.
Seja agora um vetor de campo A deﬁnido sobre alguma região de uma variedade
Riemanianna. Se escrevermos este vetor em termos de suas componentes covariantes e
dos vetores de base ou seja, A = Aµ(x)eµ(x) , sua derivada parcial, usando o resultado
apresentado na equação (2.2.11), será dada por
∂νA = ∂ν(A
µeµ) = (∇νAµ)eµ, (2.2.12)
onde a quantidade
∇νAµ ≡ ∂νAµ + Γµ γνAγ, (2.2.13)
é deﬁnida como a derivada covariante das componentes do vetor de campo A. Usando a
relação eµ · eν = δµν podemos mostrar imediatamente que
∇νAµ = ∂νAµ − Γγ µνAγ. (2.2.14)
A derivada covariante deﬁnida acima se transforma como um tensor por transformações
gerais de coordenadas e é de fundamental importância na formulação da teoria da relati-
vidade geral.
Essa última operação pode ser aplicada a tensores em geral [9]. Por exemplo, se
tomarmos a derivada covariante do tensor métrico obtemos,
∇βgµν = ∂βgµν − gλνΓλµβ − gµλΓλνβ (2.2.15)
e assumindo que as conexões aﬁm são conexões métricas [10], ou seja, que o tensor métrico


















Agora assumindo que Γλµν = Γ
λ
νµ e somando as equações (2.2.17), (2.2.17) e subtraindo
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gλβ(∂νgβµ + ∂µgνβ − ∂βgµν). (2.2.18)
Sendo que gµν representa a matriz inversa do tensor métrico gµν . As conexões aﬁm,
determinadas pela equação (2.2.18), são conhecidas como Símbolos de Christoﬀel.
Para resolver o problema de se medir a curvatura de um espaço-tempo Riemanianno em
qualquer ponto da variedade, considera-se a troca na ordem de duas derivadas covariantes,
as quais são generalização de derivadas parciais e que em geral não comutam. Seja um
vetor de campo arbitrário Aβ sobre uma variedade Riemanniana, calculando a diferença
∇µ∇νAβ −∇ν∇µAβ obtemos facilmente o tensor [11]
∇ν∇µAβ −∇µ∇νAβ = Rα βµνAα (2.2.19)
onde
Rα βµν = ∂νΓ
α
βµ − ∂µΓαβν + Γσβν Γασµ − Γσβµ Γασν (2.2.20)
é o tensor de curvatura de Riemann que determina a curvatura em qualquer ponto do
espaço-tempo Riemanniano.
A contração no primeiro e no terceiro índice do tensor de Riemann gera um tensor de
segunda ordem, Rβν = Rα βαν , chamado de tensor de Ricci, dado por
Rβν = ∂αΓ
α
βν − ∂νΓαβα − Γσβα Γασν + Γσβν Γασα (2.2.21)




ν − ∂νΓανα − Γσνα Γασν + Γσνν Γασα (2.2.22)
Onde para se fazer as contrações usa-se o tensor métrico gµν da seguinte forma: Γανα =
gµν Γαµα.









βµ − Γσαµ Γρ βν),
de onde segue imediatamente as seguintes propriedades de simetria
Rαβµν = −Rβαµν = −Rαβνµ, Rαβµν = Rµναβ, (2.2.24)
isto é, o tensor de curvatura é antisimétrico nos indices α, β e µ, ν e simétrico nos pares
de índices (α, β) e (µ, ν). Também pode se veriﬁcar que a soma ciclítica em quaisquer
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três índices de Rαβµν é zero
Rαβµν +Rαµνβ +Rανβµ = 0. (2.2.25)
Em um ponto P de um sistema de coordenadas localmente geodésico (Γα µν = 0)P , a
derivada covariante do tensor de curvatura em P pode ser escrita como
(∇ρRαβµν)P = (∂ρRαβµν)P = (∂ρ∂µΓαβν − ∂ρ∂νΓαβµ)P , (2.2.26)
e devido o caráter tensorial de Rαβµν , usando a equação (2.2.25) e o resultado acima,
obtemos para qualquer ponto da variedade que
∇ρRα βµν +∇βRα µνρ +∇µRα νρβ = 0, (2.2.27)
que são as identidades de Bianchi. Usando as propriedades de simetrias apresentadas na
equação (2.2.24), podemos obter o seguinte resultado
∇µGµν = 0, (2.2.28)
onde
Gµν ≡ Rµν − 1
2
gµνR, (2.2.29)
é o tensor de Einstein, que é um tensor fundamental nas equações de campo da relatividade
geral. Estas equações serão obtidas na próxima seção.
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2.3 Equações de Einstein
No ano de 1915, Einstein publicou as equações de campo gravitacional, as quais
descrevem como a matéria modiﬁca a geometria do espaço-tempo. Na dedução de suas
equações, baseadas em geometria diferencial, Einstein impôs que elas deveriam ser cova-
riantes sob transformações de coordenadas generalizadas e, além disso, ele também impôs
a validade local do princípio da equivalência para referênciais não inerciais. Uma maneira
mais fácil de se obter as equações de Einsten foi desenvolvida por Hilbert também em
1915, a qual usa o princípio da mínima ação de Hamilton. Uma das vantagens de se-
guir esse caminho é que ele permite conectar mais naturalmente a teoria da relatividade
geral com outras teorias de campos clássicas como por exemplo, o eletromagnetismo de
Maxwell, que também pode ser formulado em termos do princípio da ação mínima.




Lg d4x = κ
∫ √−g R d4x. (2.3.30)
A integral acima é sobre todo o espaço-tempo, sendo que g é o determinante do tensor
métrico, R é o escalar de curvatura de Ricci, Lg = κ√−gR é a densidade de lagrangiana
do campo gravitacional e κ = 1/16pi. Adicionando à ação acima, Im, um termo devido a
campos de matéria e que contém uma densidade de lagrangiana, Lm = √−g Lm, obtemos
a ação total I dada por






que será considerada como um funcional do tensor métrico e suas primeiras derivadas.
Aplicando o princípio da mínima ação de Hamilton à integral de ação acima i.e, δI = 0,
em relação à gµν , obtemos as equações de Einstein na presença de matéria. Para calcular





√−gR) d4x = 0. (2.3.32)
Lembrando que R = gαβRαβ e usando que δ
√−g = −(√−g/2)gαβδgαβ, a variação da
parte gravitacional da ação I pode ser escrita como
δ(κ





Usando a relação ∇α(√−glα) = ∂α(√−glα), o último termo na equação (2.3.33) acima
pode ser escrito como
κ
√−ggµνδRµν = κ
√−g[∇ν(δΓα µα)−∇α(δΓα µν)] = κ∂νvν , (2.3.34)
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onde
vν ≡ [√−g(gµνδΓα µα − gµαδΓν µα)]. (2.3.35)
O último termo na equação (2.3.33) pode ser transformado em um termo de superfície
usando-se o teorema da divergência porém, mesmo para o caso de espaços-tempo assinto-
ticamente planos este termo, quando levado na integral de ação Ig, pode não se anular no
contorno do espaço-tempo [13]. Para se contornar este problema, adiciona-se à integral
de ação do campo gravitacional um termo de superfície dado por,
σ = −[√−g(gµνΓα µα − gµαΓν µα)],
de modos que a ação gravitacional Ig passa a ser escrita como
I ′g = κ
∫
(
√−gR + σ)d4x, (2.3.36)
que quando submetida ao princípio da ação mínima os termos de superfície que aparecerão
serão nulos no contorno da integral de ação
δI ′g = κ





Para obter o cálculo da variação da ação da matéria Im usa-se o teorema de Gauss e



























Desta forma aplicando o princípio da ação mínima δI = δI ′g + δIm = 0, segue das
equações (2.3.37) e (2.3.40) que
κ






∫ √−gTµνδgµνd4x = 0, (2.3.41)
usando o fato de que δgµν é arbitrário nas integrais acima, as equações de Eisntein para
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Na tentativa de obter um modelo de universo estável, Einstein também deduziu uma
equação para a gravitação com a presença de uma constante cosmológica Λ. Essa versão
pode ser facilmente obtida ao se incluir o termo −2√−gΛ na integral de ação I = I ′g+Im,




√−g(R− 2Λ) + σ + Lm
]
d4x, (2.3.43)
que quando submetida ao princípio da ação mínima δI = 0 resulta na equação
Rµν − 1
2
gµνR + Λgµν = 8piTµν . (2.3.44)
Ambas as equações (2.3.42) e (2.3.44) propostas por Einstein descrevem uma relação entre
a métrica gµν do espaço-tempo e a distribuição de matéria descrita pelo tensor Tµν , ou seja,
estas equações descrevem como a geometria do espaço-tempo é afetada pela distribuição
de matéria sem ou com a presença da constante cosmológica.
Capítulo III
Formalismo Teleparalelo Equivalente à
Relatividade Geral
3.1 Introdução
O Teleparalelismo Equivalente à Relatividade Geral TERG é um formulação da
teoria da Relatividae Geral onde os efeitos do campo gravitacional são descritos em termos
de um campo de tétradas autoparalelas. Neste formalismo o tensor de curvatura de
Riemann é nulo porém os tensores de torção são não nulos e a teoria é agora desenvolvida
no espaço-tempo de Weitzenböck[15]. Conforme veremos, há uma explícita equivalência
entre as equações de campo de Einstein e as equações de campo na formulação teleparalela.
A noção de paralelismo absoluto, utilizando um campo de tétradas para a descrição do
campo gravitacional, foi introduzida por Einstein em 1928[16, 17] na tentativa de uma uni-
ﬁcação de sua teoria da gravitação com o eletromagnetismo. Posteriormente, Møller[18],
baseado nas idéias de Einstein mostrou que só em termos de um campo de tétradas seria
possível se obter uma densidade de lagrangiana que levaria a um tensor de energia mo-
mento gravitacional. Baseados nos trabalos de Møller, Pellegrini e Plebanski obtiveram
uma formulação lagrangiana para a gravitação em termos de tétradas[19]. E então, em
1963, Schwinger obteve uma expressão para a energia total do campo gravitacional[20].
Uma expressão para a energia do campo gravitacional para ser bem deﬁnida localmente
deve depender de uma densidade de energia que seja independente de sistema de coorde-
nadas. No contexto do TERG é possível mostrar que tal expressão surge naturalmente.
Outra vantagem deste formalismo é que no contexto de sua formulação hamiltoniana a
evolução temporal da estrutura dos vículos da teoria é bem deﬁnida. Além de uma ex-
pressão que permite calcular a energia gravitacional contida em um volume abitrário do
espaço, no contexto do TERG, também surge de forma natural uma equação da conti-
nuidade para o campo gravitacional a partir da qual obtém-se uma deﬁnição de pressão
para o campo gravitacional [21].
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3.2 Campos de tétradas e o espaço-tempo de Weit-
zenböck
Um campo de tétradas autoparalelas, também conhecido simplesmente por tétra-
das, é formado por um conjunto de quatro vetores linearmente independentes e ortonor-
mais entre si, formando uma base adaptada a um sistema de coordenadas local, ou seja,












Onde os índices µ = (0, 1, 2, 3) são índices do espaço-tempo e os índices a = [(0), (1), (2), (3)]
são índices do grupo SO(3, 1) local de Lorentz. Sendo que o vetor e(0) µ(x) é do tipo tempo
e os vetores e(i) µ(x) são do tipo espaço, com i = (1, 2, 3).
O campo de tétradas satisfaz às seguintes relações de ortogonalidade
eaµ e
bµ = ηab, ea
µ ebµ = ηab. (3.2.2)
onde ηab é a métrica de Minkowski apresentada na equação (2.1.5). Usando a métrica de
Minkowski podemos levantar e abaixar os índices locais de Lorentz da seguinte forma




eaν = ηab eb
ν .
De forma análoga, os índices do espaço-tempo do campo de tétradas podem ser abaixados
ou levantados respectivamente, usando se o tensor métrico gµν ou o seu inverso gµν da
seguinte forma




ν = gνλ eaλ.
De onde segue facilmente uma relação entre as tétradas e o tensor métrico
gµν = e
a





µν = eaµ ea
ν = eaµ ebν ηab. (3.2.3)
Desta forma, podemos observar que as tétradas convertem índices de Lorentz em índices
do espaço-tempo e índices do espaço-tempo em índices de Lorentz.
A ocorrência de um paralelismo de vetores em pontos distantes do espaço-tempo, que é
chamado de teleparalelismo, é garantido por meio de uma derivada covariante em relação
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a uma conexão com curvatura nula e torção diferente de zero. Em relação a esta conexão
o transporte paralelo de vetores é independente de caminho e o transporte paralelo de
vetores em relação a esta conexão é covariantemente constante[22]. Desta forma a derivada
covariante das tétradas é nula em relação a esta conexão
∇νeaµ = ∂νeaµ + Γµλν eaλ = 0, (3.2.4)
de onde segue que a conexão aﬁm, Γλµν , é dada por
Γλµν = e
aλ ∂µeaν , (3.2.5)
Esta conexão é chamada de conexão de Weitzenböck[15] que é assimétrica nos índices µ
e ν.
As componentes de um vetor V µ em um ponto x do espaço-tempo em relação à um
campo de tétradas são dadas por V a(x) = eaµ(x)V µ(x). Dizemos que os vetores são
transportados paralelamente se suas componentes em relação ao campo de tétradas em
pontos distintos são idênticas, ou seja, para pontos inﬁnitesimalmente próximos temos
que
V a(x+ dx) = V a(x) +DV a(x),
onde
DV a(x) = ea ν(x)(∇µV ν)(x)dxµ = 0 → ∇µV ν = 0,
com a derivada covariante acima dada em termos da conexão (3.2.5). O fato desta derivada
covariante se anular é o que garante o paralelismo absoluto de vetores e tensores.
Uma vez que a conexão aﬁm dada na equação (3.2.5) é assimétrica esta gera um tensor
de torção não nulo dado por
T λµν = Γ
λ
µν − Γλνµ, (3.2.6)
que contraído com ea λ pode ser escrito como
T a µν = ∂µe
a
ν − ∂νea µ. (3.2.7)
Ao contrário do tensor de torção (3.2.6) que é não nulo, a conexão aﬁm (3.2.5) quando
levada na deﬁnição do tensor de Riemann (2.2.20), fornece um tensor de curvatura identi-
camente nulo. Este espaço-tempo dotado de um paralelismo absoluto dos vetores com tor-
ção não nula e curvatura identicamente nula é chamado espaço-tempo de Weitzenböck[15].
É neste espaço-tempo onde o teleparalelismo equivalente à relatividade geral TERG é de-
senvolvido.
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3.3 Formalismo Lagrangiano do TERG
Nesta seção apresentaremos uma densidade de lagrangiana para o TERG e a
equivalença deste formalismo com a teoria da relatividade geral de Einstein. Para isto
mostraremos que os simbolos de Christoﬀel, os quais denotaremos a partir de agora,
como Γ˚α µν podem ser escritos em termos da conexão de Weitzenböck e da conexão de
Levi-Civita na forma de uma identidade. E em seguida mostraremos que o escalar de
curvatura construido em termos da conexão de Levi-Civita pode ser escrito em termos de
uma combinação quadrática dos tensores de torção.




(∂µgνλ + ∂νgµλ − ∂λgµν) , (3.3.8)
usando a relação entre o campo de tétradas e o tensor métrico gµν = ea µeaν , podemos
escrever a relação acima como uma identidade em termos das conexões de Levi-Civita e
Weitzenböck, ou seja,





(Tνµλ + Tµνλ + Tλνµ) (3.3.10)




que é a conexão de Levi-Civita[23].
O tensor de curvatura em termos da conexão de Levi-Civita é dado por
Ra bµν = ∂µω˚ν
a
b − ∂νω˚µ a b + ω˚µ a c ω˚ν c b − ω˚ν a c ω˚µ c b. (3.3.12)
Com o tensor de curvatura dado por (3.3.12) e o determinante do campo de tétradas
podemos construir uma importante identidade que relaciona o escalar de curvatura R(e) =
ea
νebµRa bµν e uma combinação quadrática dos tensores de torção T λµν dada por,
eR(e) = −eΣλµνTλµν + 2∂µ(eT µ), (3.3.13)




(T λµν + T µλν − T νλµ) + 1
2
(ηλνT µ − ηλµT ν), (3.3.14)
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T λµνTνλµ − T λTλ
)
, (3.3.15)
portanto, de (3.3.13) e (3.3.14) vemos que o escalar de curvatura multiplicado pelo de-
terminante do campo de tétradas pode ser identicamente escrito como uma cobinação
quadrática dos tensores de torção mais um divergente total.
A densidade de lagrangiana para o TERG na presença de campos de matéria é então
dada por
L = Lg + Lm = −κeΣabcTabc + 2κ∂µ(eT µ) + Lm, (3.3.16)
onde Lm é a densidade de lagrangiana dos campos de matéria que pode depender de eaµ.
A densidade de lagrangiana dada por (3.3.16) é invariante por transformações SO(3, 1)
locais do grupo de Lorentz e por transformações gerais de coordenadas. Eliminando o
termo de superfície em (3.3.16) L passa a ser invariante por transformações SO(3, 1)
globais do grupo de Lorentz.
Eliminando o termo de superfície em L e tomando sua variação em relação a eaµ













onde Taµ = 1e
δLm
δeaµ
é o tensor energia-momento dos campos de matéria. Manipulando o







que é o análogo das equações de Einstein em termos do tensor métrico. Por meio da relação
(3.2.3) gµν = eaµ eaν , pode se mostrar que estas equações de campo são equivalentes às
equações de Einstein.
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3.4 Formalismo Hamiltoniano do TERG
Nesta seção apresentaremos um resumo do formalismo Hamiltoniano do TERG. O
formalismo Hamiltoniano do TERG pode ser obtido a partir do formalismo Lagrangiano
através de uma transformada de Legendre. O procedimento consiste em expressar as
derivadas temporais das tétradas em termos dos seus momentos canonicamente conjugados
e demais quantidades de campo.
A parte gravitacional Lg da densidade de Lagrangiana dada por (3.3.16) pode ser
reescrita na seguinte forma canônica
Lg = Πake˙ak −H0, (3.4.19)
onde Πak são os momentos canonicamente conjugados a eak, obtidos variariando a densi-




e H0 é a densidade de Hamiltoniana primária. Por inspeção direta é possível observar que
a densidade de Lagrangiana Lg não depende das derivadas temporais de ea0, ou seja, de
e˙a0 e, portanto o momento Πa0 é identicamente nulo.
Usando a deﬁnição dada na equação (3.3.14) podemos reescrever os momentos Πak
como
Πak = κe[g00(−gkjT a0j − eajT k0j + 2eakT j0j)
+ g0k(g0jT a0j + e
ajT 00j) + e
a0(g0jT k0j + g
kjT 00j)
− 2(ea0g0kT j0j)− g0igkjT aij + eai(g0jT kij
− gkjT 0ij)− 2(g0ieak − gikea0)T j ij]
(3.4.21)
















iΠaj − ea jΠai
)
,
são relações entre os momentos e as tétradas que não dependem de e˙ak e que, portanto,
juntamente com Πa0 = 0 constituem vínculos de primeira classe[24].
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A evolução temporal do vínculo Πa0 = 0 segundo a prescrição de Dirac gera um novo
vínculo secundário Ca de primeira classe, ou seja,
Ca = Π˙a0 = {Πa0,H0} = δH0
δea0
= 0, (3.4.22)
que é dado por[4]
Ca = ∂iΠ
ai + ea0[− 1
4g00
κe(gikgjlP















aijP kl − 1
2
gijγ
aijP )− κeeai(g0mgnjT b ijTbmn +





ni − 2g0kTm mkTn ni −





Π(ki) − g0m(gkjT i mj + gijT k mj − 2gikT j mj)
− (gkmg0i + gimg0k)T j mj,
(3.4.24)
com γaij dado por
γaij = −eak[g00(gjmT i km + gimT j km + 2gijTm mk) +
+ g0m(g0jT i mk + g
0iT j mk)− 2g0ig0jTm mk +
+ (gjmg0i + gimg0j − 2gijg0m)T 0 mk].
(3.4.25)
É possível mostrar por cálculo direto que os vínculos Ca Γab são tais que H0 = ea0Ca,
δCa
δec0
= ea0Cc − ea0Cc ≡ 0 e que δΓab
δec0
≡ 0[24] e, portanto nenhum novo vínculo aparece
devido a evolução temporal de Ca e Γab. Uma vez que Πa0 é identicamente nulo, os vínculos
primários relacionados à parte antisimétrica dos momentos Π[ij] podem ser escritos como,
Γab = 2Π[ab] − 4κe(Σa0b − Σb0a) = 0, (3.4.26)
e como nenhum vínculo secudário surge devido a evolução temporal de Ca e Γab, a den-
sidade de hamiltoniana total H pode ser escrita como[4, 24]
H = ea0Ca + αabΓab, (3.4.27)
onde αab são multiplicadores de Lagrange e como a variação de H em relação a ea0 gera
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o vínculo Ca, ea0 em (3.4.27) surge naturalmente como um multiplicador de Lagrange.
A álgebra dos vínculos Γab e Ca é dada por[24]
{Ca(x), Cb(y)} = 0 (3.4.28)
{Ca(x),Γbc(y)} = (ηabCc − ηacCb) δ(x− y), (3.4.29)
e
{Γab(x),Γcd(y)} = (ηacΓdb + ηbcΓad − ηadΓcb − ηbdΓac) δ(x− y). (3.4.30)
A álgebra dos vínculos tem a mesma estrutura da álgebra do grupo de Poincaré e tem a
mesma forma na presença ou não do termo de constante cosmológica[24].
O vínculo Ca dado em (3.4.23) carrega um termo de divergência espacial que, conforme
veremos, quando submetido a integração leva à deﬁnição do quadrivetor energia-momento
do TERG [4].
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3.5 Expressões para a energia e a pressão
A seguir apresentaremos as expressões para a energia total e para a pressão do
campo gravitacional na presença de matéria [21]. Para isto partiremos da equação de






λµ + T λµ), (3.5.31)
onde T λµ = ea λT aµ é o tensor energia-momento dos campos de matéria e
tλµ = κ(4ΣbcλTbc
µ − gλµΣbcdTbcd), (3.5.32)
é identiﬁcado como sendo o tensor energia-momento do campo gravitacional[21].





µν + T µν)] = 0, (3.5.33)













jµ + T jµ)], (3.5.34)
onde, nas integrais acima, V é um volume arbitrário do espaço tridimensional e S é uma
superfície que envolve V . Do lado direito da equação acima temos a derivada temporal




d3eea µ(t0µ + T 0µ) (3.5.35)
Novamente usando a anti-simetria nos dois últimos índices de Σaµν e lembrando que
Πai = −4κΣa0i, tomando µ = 0 em (3.5.31), segue que
∂iΠ
ai = −eea µ(t0µ + T 0µ), (3.5.36)
e portanto,









A componente P (0) na equação acima fornece a energia total devido o campo gravitacional
e os campos de matéria.
Levando a equação (3.5.36) do lado esquerdo de (3.5.34) e usando a equação (3.5.31)
com λ = j do lado direito de (3.5.34) podemos rescrevê-la como
d
dt
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onde φaj é dado por
φaj = 4κ∂µ(eΣ
ajµ) = eea µ(t
jµ + T jµ). (3.5.39)
Tomando a = (i) na equação (3.5.38) temos,
d
dt




Do lado direito da equação acima temos a derivada temporal do vetor momento total que
tem dimensão de força, portanto, em coordenadas cartesianas φ(i)j, representa a densidade
de pressão total devido o campo gravitacional e os campos de matéria na direção (i) sobre
o elemento de área na direção j. Desta forma deﬁninimos uma força f (i) dada por





como sendo a força total devido os campo gravitacional e de matéria na direção (i).
Capítulo IV
A métrica FLRW e o TERG
4.1 O modelo FLRW
Neste capítulo aplicaremos as deﬁnições de energia total dada por E = P (0) em
termos de (3.5.37) e a deﬁnição de força dada por (3.5.41) à métrica de Friedmann-
Lemaître-Roberston-Walker, com o objetivo de estudar as propriedades termodinâmicas
deste espaço e também obter alguma relação com a expansão acelerada do universo.
O princípio cosmologico estabelece que em qualquer instante de tempo particular o
universo visto por qualquer observador em qualquer direção é equivalente[22]. Uma solu-
ção das equações de Einstein baseada no princípio cosmológico é aquela que descreve um
modelo de universo homogêneo e isotrópico em expansão ou contração acelerada. Esta
solução fornece a chamada métrica de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW)
que representa uma aproximação em larga escala para um modelo de universo a partir do
big bang, ou seja, ela pode ser utilizada como primeira aproximação para a evolução do
universo e, também, pode ser estendida de forma a modelar as variações de temperatura
do universo em diferentes escalas.
No modelo de universo de FLRW, assume-se que o espaço-tempo é constituído de
fatias do tipo espaço com a quadri-velocidade de qualquer observador ortogonal às hiper-
superfícies do tipo espaço as quais são parametrizadas por um tempo cósmico t = cte.
Além disso, assume-se que as coordenadas espaciais (x1, x2, x3) são constantes ao longo de
qualquer linha mundo, de modos que cada observador tem estas coordenadas ﬁxas. Estas
coordenadas são chamdas de coordenadas comóvel. Uma vez que cada hipersuperfície
para t = cte é ortogonal à linha mundo de cada observador, o elemento de linha para a
métrica de FLRW tem a forma,
ds2 = −dt2 + gijdxidxj, (4.1.1)
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onde gij são funções das coordendas (t, x1, x2, x3).
Seja uma linha mundo de um observador fundamental descrita por Xµ(τ) com τ o
tempo próprio ao longo da linha mundo. Logo por construção Xµ(τ) é caraciterizada por
x0 = τ, xi = cte.
Como dxi = 0, ao longo de Xµ(τ) temos que ds = cdτ = cdt logo, t = τ , e portanto τ
ao longo da linha mundo é igual ao tempo cosmológico t. Além disso, como a quadri-




= (1, 0, 0, 0),
e como qualquer vetor sobre as hipersuperfícies t = cte tem a forma aµ = (0, a1, a2, a3), e
como gi0 = 0, segue que
gµνu
µaν = uµaµ = 0.
Logo as quadri-velocidades são ortogonais às hipersuperfícies conforme mecionado acima.
Para que a métrica em (4.1.1) contemple a homogeneidade e a isotropia devemos impor
sobre esta que todos os pontos sobre uma particular hipersuperfície do tipo espaço, bem
como todas as direções devem ser equivalentes. Desta forma, sobre uma superfície do
tipo espaço, se cosiderarmos um triângulo formado por três galáxias próximas em um
tempo t, a isotropia requer que o triângulo formado por estas mesmas galáxias em um
tempo posterior deve ter a mesma forma. Além disso, a homogeneidade requer que o
fator de ampliação temporal deste triângulo deve ser independente de sua posição sobre a
superfície espacial. Isto signiﬁca que t só pode entrar em gij através de um fator comum
e, portanto, o elemento de linha em (4.1.1) deve ter a forma
ds2 = −dt2 + a2(t)
[
dr2




cuja a métrica associada é dada por,
gµν =

−1 0 0 0
0 a2/(1− kr2) 0 0
0 0 a2r2 0
0 0 0 a2r2sen2θ
 , (4.1.3)
onde k assume os valores −1, 0, 1 dependendo da curvatura espacial ser negativa, nula
ou positiva, respectivamente. E a(t) é o fator de escala que caracteriza a dinâmica da
geometria do espaço-tempo.
Para determinar a(t) devemos resolver as equações de Einstein na presença de matéria
as quais na presença da constante cosmológica são dadas pela equação (2.3.44), onde Tµν
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é o tensor energia momento para um ﬂuido perfeito caracterizado por sua densidade ρ e
sua pressão p dado por
Tµν = pgµν + (ρ+ p)uµuν , (4.1.4)
onde uµ é a quadri-velocidade do ﬂuido. Como estamos procurando por soluções homo-
gênas e isotrópicas, ρ e p são funções apenas de t.
Quando levamos o tensor energia-energia momento dado por (4.1.4) na equação (2.3.44),





















que são conhecidas como equações de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker. No caso













que são equações a serem usadas posteriormente.
Para determinar a localização do horizonte aparente associado à métrica (4.1.2), deﬁni-
mos r˜ = a(t)r e a métrica bidimensional hij = diag(−1, a2/(1− kr2)), i = 0, 1; j = 0, 1. O
horizonte aparente, que é um horizonte dinâmico, é determinado pela relação hij∂ir˜∂j r˜ =
0, o que que implica que o horizonte aparente está localizado sobre uma superfície de
expansão nula, ou seja os vetores ∂ir˜ são vetores nulos sobre a superfície do horizonte
aparente[25]. Ao contrário de horizontes de eventos e horizonte de partículas, o horizonte
aparente sempre existe para espaços FLRW, portanto, é este último tipo de horizonte o
melhor candidato para se formular leis da termodinâmica neste tipo de espaço[25]. Usando





onde H = a˙ a é o parâmetro de Hubble. Diferentemente de um horizonte de eventos para
um buraco negro que independe de observador, no espaço-tempo de FLRW o horizonte
aparente não é uma propriedade absoluta do espaço-tempo. O horizonte aparente é de-
pendente do observador, ou seja, cada observador comóvel em distinto ponto sobre uma
hipersuperfície t = cte do espaço-tempo de FLRW verá seu próprio horizonte aparente[25].





(ρ′ + 3p′) , (4.1.9)
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onde ρ′ = ρ + ρΛ, p′ = p − ρΛ com ρΛ ≡ Λ8pi sendo a densidade de energia do vácuo[22].
Uma vez que RA ≥ 0, para modelos de universo em expansão acelerada segue de (4.1.5)
e de (4.1.9) que p′ < 0 e ρ′ + 3p′ < 0.
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4.2 Tétradas para a métrica FLRW
Um campo de tétradas ea µ tem como função básica projetar quantidades do
espaço-tempo físico, em um ponto xµ, no espaço-tempo de referência também chamado de
espaço-tempo tangente[26]. Por exemplo, as diferenciais dxµ, em um ponto xµ do espaço-
tempo físico, podem ser projetadas em diferenciais dqa do espaço-tempo de referência
como
dqa = ea µdx
µ, (4.2.10)
onde qa representa as coordenadas no espaço-tempo de referência.
Quando a relação em (4.2.10) for integrável globalmente ela é dita uma relação ho-
lonômica e ambos os espaços mencionados acima são planos com ea µ podendo ser escrito





o que resulta em tensores de torção T a µν = 0. Na presença de campo gravitacional
a relação (4.2.10) é dita não-holonômica e não pode ser integrada globalmente porque,
neste caso, os tensores de torção T a µν não são nulos.
Um campo de tétradas, que são as variáveis básicas do TERG, pode ser naturalmente
visto como um sistema de referência adaptado a observadores em cada ponto do espaço-
tempo[27]. Para isto, seja Xµ(τ) a linha mundo de um observador ao longo de uma
curva C no espaço-tempo, onde τ é o tempo próprio do observador. A quadri-velocidade
do observador ao longo de C é dada por uµ(τ) = dXµ/dτ que é identiﬁcada com a
componente (0) de ea µ ou seja, uµ(τ) = e(0) µ ao longo de C. Portanto, por meio da
relação gµν = ea µeaν , para cada tensor métrico solução das equações de Einstein temos
uma classe de tétradas adaptadas a diferentes observadores.
Para estudar as propriedades físicas de um tensor métrico escolhemos uma campo
de tétradas adaptado a um observador estático. Isto pode ser feito impondo sobre eaµ
duas condições. A primeira condição é que e(0) i = 0, o que implica que e(i) 0 = 0, o
que signiﬁca que a velocidade de translação espacial do observador é zero. Na segunda
condição impomos que os três eixos espaciais adaptados ao observador não estejam girando
em relação a um sistema de referência que não gire[28]. Um campo de tétradas adaptado
a um observador estático que está associado à métrica (4.1.2) é dado por
eaµ =

−1 0 0 0
0 α senθ cosφ arcosθ cosφ −arsenθ sen(φ)
0 α senθ senφ arcosθ senθ arsenθ cosθ





1− kr2 . (4.2.13)
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Na próxima seção calcularemos a energia total e a pressão total associadas ao campo de
tétradas (4.2.12) para posteriormente, fazermos uma análise das propriedades termodinâ-
micas do modelo de universo de FLRW.
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4.3 Energia e pressão no universo de FLRW
Nesta seção apresentaremos os tensores de torção associados ao campo de tétradas
dadas em (4.2.12). Em seguida, usando a deﬁnição de energia obtida a partir da equação
(3.5.37), calcularemos a energia no interior do horizonte aparente do modelo de universo
de FLRW. Também obteremos a expressão para a força total que atua sobre a superfície
do horizonte aparente e, em seguida a expressão para a pressão total que atua sobre a
superfície do horizonte aparente. Aplicando a deﬁnição de torção dada em (3.2.7) ao
campo de tétradas dado por (3.5.37), as componentes não nulas das torções são:
T(1)01 = −T(1)10 = α˙ senθ cosφ,
T(1)02 = −T(1)20 = a˙r cosθ, cosφ,
T(1)03 = −T(1)30 = −a˙r senθ senφ,
T(1)12 = −T(1)21 = (a− α) cosθ cosφ,
T(1)13 = −T(1)31 = (α− a) senθ senφ,
T(2)01 = −T(2)10 = α˙ senθ senφ,
T(2)02 = −T(2)20 = a˙r cos θ senφ,
T(2)03 = −T(2)30 = a˙r senθ cosφ,
T(2)12 = −T(2)21 = (a− α) cosθ senφ,
T(2)13 = −T(2)31 = (a− α) senθ cosφ,
T(3)01 = −T(3)10 = α˙ cosθ,
T(3)02 = −T(3)20 = −a˙r senθ,
T(3)12 = −T(3)21 = (α− a) senθ,
(4.3.14)
onde o ponto denota a derivada em relação a t.
Para calcular a energia contida no interior do horizonte aparente e a pressão total sobre
a superfície do horizonte aparente do modelo de universo de FLRW precisamos primeiro
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Integrando em θ e φ a densidade de energia Π(0)1 = −4κeΣ(0)01 sobre uma superfície











onde para obter o resultado acima usamos κ = 1
16pi
. Na equação (4.3.16) assumimdo r = r′
tal que RA = ar′ e usando a deﬁnição de RA dada na equação (4.1.8), obtemos a energia




Usando as eqs. (4.1.7) e (4.1.8) podemos escrever a expressão da energia como
EA = 2MA −R2AH, (4.3.18)









MA é a massa de Misner-Sharp-Hernandez na presença da constante cosmológica[25] que
só pode ser deﬁnida para espaços com simetria esférica. Pela equação (4.3.18) observamos
que a energia total no interior do horizonte aparente, para universos em expansão, H > 0,
possui um termo negativo que, do ponto de vista gravitacional, é repulsivo. Na próxima
seção a expressão da energia dada por (4.3.18) será usada para escrevermos a primeira lei
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da termodinâmica sobre o horizonte aparente do modelo de FLRW.
Antes de prosseguirmos é importante salientar que para um modelo de universo plano
temos k = 0 e 1−RaH = 0, portanto, EA dada por (4.3.17) é zero. Neste caso a energia
do campo gravitacional se cancela com a energia dos campos de matéria. No caso do
modelo de universo fechado k = 1, 1−RAH > 0 e a energia EA > 0. E para o modelo de
universo aberto k = −1, EA < 0.
Para obter a expressão da pressão sobre o horizonte aparente do modelo de FLRW,
vamos primeiro calcular a expressão da força radial f(r) sobre a superfície de uma esfera
de raio r constante usando a deﬁnição de força dada em (3.5.36) e, em seguida usaremos a
deﬁnição de horizonte aparente apresentada na equação (4.1.9) para, em seguida, obtermos









onde φ(r)1 é φ(i)1 projetado na direção radial, ou seja,
−φ(r)1 = −(φ(1)1senθcosφ+ φ(2)1senθsenφ+ φ(3)1cosθ), (4.3.21)
e pela equação (3.5.39) temos que φ(i)j = 4κ∂µ(eΣ(i)jµ). Usando a inversa da métrica em
(4.1.3), o campo de tétradas em (4.2.12), as quantidades dadas em (4.3.15) e lembrando











































onde usamos κ = 1
16pi
.
Novamente na equação acima assumimdo r = r′ tal que RA = ar′ e usando a deﬁnição
de RA apresentada na equação (4.1.8), obtemos a força total atuando sobre o horizonte
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Uma vez que para a superfície esférica deﬁnida por RA, f(RA) é homogênea, podemos
















Para modelos de universo em expansão acelerada, ou seja, a¨ > 0, usando a deﬁnição
de RA apresentada na equação (4.1.8), podemos mostrar que para k = 0 ou k = 1,
1 − RAH ≥ 0 e para k = −1 temos que H2R2A + 1 − HRA > 0 e, portanto a força
total f(RA) e consequentemente a pressão total P (RA) sobre o horizonte aparente são
grandezas positivas. Note que mesmo para um modelo de universo plano k = 0 onde a
energia total no interior do horizonte aparente é zero, a pressão total sobre a superfícície
do horizonte aparente é diferente de zero e positiva.
Do ponto de vista da análise feita nesta seção no contexto do TERG, pelas equações
(4.3.25) e (4.3.26), concluimos que a expansão acelerada do universo é consequência do
próprio campo gravitacional gerado pelo ﬂuído em movimento presente no universo. A
expansão acelerada é uma consequência de a pressão total P (RA), devido o campo gra-
vitacional e a matéria em movimento ser positiva, ou seja, qualquer observador estático
sempre verá a pressão total empurrar para frente a superfície do horizonte aparente. Desta
forma, não se faz necessário invocar qualquer forma de energia exótica e totalmente des-
conhecida para se explicar a expansão acelerada do universo. Muitas vezes a equação
(4.1.9) é analisada em um contexto Newtoniano para invocar alguma forma de energia
desconhecida, chamada de energia escura, para explicar a expansão acelerada do universo,
ou seja, uma forma de energia que gera uma pressão p′ negativa responsável pela expansão
acelerada[33]. No entanto, tal análise só leva em consideração a pressão devido à cons-
tante cosmológica e ao ﬂuido presente no universo, deixando de fora a pressão do campo
gravitacional.
Para entender melhor a dinâmica da solução de FLRW, vamos comparar a razão
da expansão de uma grandeza δ˙/δ com H que é a razão de expansão da matéria no
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Portanto, pela equação (4.3.27) ﬁca claro que para modelos de universo em expansão
acelerada, o horizonte de evento aparente expande mais devagar do que a matéria que é
comóvel logo, existe um ﬂuxo de matéria saindo do interior do horizonte aparente, ou seja,
à medida que o tempo cosmológico aumenta tem-se cada vez menos matéria no interior do
horizonte aparente para frear a expansão acelerada. A diferença dada na equação (4.3.28),
para modelos de universo em expansão acelerada, é negativa, logo a energia total EA no
interior do horizonte aparente expande mais devagar que a matéria. Finalmente, a equação
(4.3.29) estabelece que para modelos de universo em expansão acelerada, a energia total
no interior do horizonte aparente expande mais lentamente do que o horizonte aparente.
Embora a energia total aumente com o tempo, este crescimento não é suﬁciente para
impedir a expansão acelerada. Note que para o caso k = 0, EA = 0, a energia do campo
gravitacinal se cancela com a energia devido à matéria, porém, pela equação (4.3.27) ainda
temos um ﬂuxo de matéria saindo do horizonte aparente para expansões aceleradas o que
gera uma pressão não nula e positiva sobre a superfície do horizonte aparente.
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4.4 Primeira lei da termodinâmica para o horizonte
aparente
Nesta seção usaremos as deﬁnições de energia e pressão, obtidas no contexto do
TERG para escrevermos uma relação para a primeira lei da termodinâmica no horizonte
aparente do espaço-tempo de FLRW. Nesta análise assumiremos que a entropia associada
com o horizonte aparente é dada por um quarto da área do horizonte aparente[25] e, a
partir desta relação para a primeira lei, obteremos uma expressão para a temperatura no
horizonte aparente.
A análise termodinâmica de sistemas gravitacionais foi inicialmente desenvolvida tendo
como foco o estudo de buracos negros estáticos ou estacionários. Posteriormente tal
análise, num contexto cosmológico, foi extendida para o estudo da termodinâmica de
horizontes que evoluem com o tempo como o horizonte aparente do espaço-tempo de
FLRW[34, 35, 36].






Para escrever uma equação para a primeira lei da termodinâmcia no horizonte aparente
temos que calcular a variação de EA devido uma variação inﬁnitesimal dt no tempo cos-




































é o volume areal do horizonte aparente, o qual contém a energia EA cuja superfície está
sob a ação da pressão PA.
Com as expressões em (4.4.31) e (4.4.32) a relação para a primeira lei da termodinâmica
é escrita como:
dEA + PAdVA = TAdSA, (4.4.33)
onde a quantidade TA é identiﬁcada como sendo a temperatura na superfície do horizonte
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(a˙2 + k − aa¨) ,





−2κ′RA + (1−RAH)2 − ka¨a
a˙
RA
(a˙2 + k − aa¨)
]
. (4.4.35)
Para modelos de universo em expansão acelerada R˙A ≥ 0 portanto ρ′ + p′ ≥ 0 ou seja,
que não viole a condição de energia mínima na presença da constante cosmológica, a
temperatura acima é positiva.
O primeiro termo em (4.4.35) é exatamente metade da temperatura de Kodama-
Hayward no horizonte aparente do modelo de FLRW que é dada por[25]




e que depende da escolha de κ′, porém, existem várias prescrições inequivalentes para
esta quantidade[37] e portanto várias expressões inequivalentes para TKH . Para o caso






Finalmente, é sabido que a solução de FLRW admite modelos de universo em contração






















e portanto neste caso o raio do horizonte aparente se tornaria complexo, fato este que
parece não ter ainda sido apontado na literatura.
Capítulo V
Conclusões
Nesta dissertação, no capítulo 2, ﬁzemos uma breve revisão da teoria da relati-
vidade de Einstein, onde procuramos mostrar a importância de se encontrar as formas
covariantes para as leis da física até se chegar às equações de campo de Einstein para a
gravitação na presença ou não da constante cosmológica.
No capítulo 3, usando um campo de tétradas como variável fundamental, apresentamos
uma formulação equivalente à teoria da gravitação de Einstein que é denominada de tele-
paralelismo equivalente à relatividade geral TERG. Discutimos brevemente as formulações
Lagrangiana e Hamiltoniana do TERG; mostramos que no contexto deste formalismo é
possível obter uma expressão localmente bem deﬁnida para a energia do campo gravita-
cional. Mostramos também que a partir das equações de campo e da deﬁnição de energia
é possível obter, a partir de uma equação de continuidade, uma expressão para a pressão
gravitacional na presença ou não de matéria.
No quarto capítulo, na seção 1, apresentamos o modelo de universo de FLRW que é
uma solução exata das equações de Einstein que descreve modelos de universos home-
nogêneos e isotrópicos em expansão ou contração acelerada. Apresentamos a deﬁnição
de horizonte aparente do modelo de FRLW. Em seguida, na seção 2, construimos um
campo de tétradas adaptadas a observadores espacialmente estáticos associados à métrica
de FRLW. Na seção 3 do capitulo 4, no contexto do TERG, calculamos a energia total
contida no interior do horizonte aparente, calculamos também a pressão total sobre a
superfície do horizonte aparente. Mostramos que para modelos de universo em expansão
acelerada a pressão total sobre a superfície do horizonte aparente é positiva podendo ser
responsável pela expansão acelerada do universo atualmente.
Finalmente, na seção 4 do quarto capítulo, usando as expressões para a energia e pres-
são obtidas anteriormente, escrevemos uma relação para a primeira lei da termodinâmica
na superfície do horizonte aparente. Para isto adotamos a entropia como sendo dada por
um quarto da área da superfície do horizonte aparente. A partir da relação para a pri-
meira lei, extraimos uma expressão para temperatura na superfície do horizonte aparente.
Em seguida mostramos que para modelos de universo em expansão acelerada e que não
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viole a condição de energia mínima na presença da constante cosmológica, a temperatura
é positiva. Em particular para modelos de universo plano esta temperatura reduz-se à
metade da temperatura de de Kodoma-Hayward[25] na superfície do horizonte aparente.
Os resultados obtidos neste trabalho mostram que, no contexto do TERG, é possível
escrever uma relação para a primeira lei da termodinâmica mesmo para horizontes que
não sejam estáticos ou estacionários haja visto, que o horizonte aparente é um horizonte
dinâmico.
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